9. Numerikus differencialas és integralas

Nagy tomegil adatot feldolgozasa soran sziikség lehet a feladat diszkretizalasara, vagyis az analitikus
fliggvény kapcsolat helyett bizonyos (4ltaldban ekvidisztans) osztdspontokban vett értékek
megadasara, és ezekbdl a derivaltak és hatdrozott integral értékeinek meghatarozésara.

Mas esetekben az el6z6 fejezetekben megismert interpolacio, vagy legkisebbb négyzetes kozelités
alkalmas lehet az ismeretlen fliggvény dervaltjanak és integraljanak kozelitésére.

V 9. 1. Numerikus derivalas

Ilyen tipusu feladattal talalkozunk, amikor diszkrét idépontokban mért helykoordinatak
segitségével sebességet, diszkrét sebességértékek segitségével gyorsulast, diszkrét toltésmennyiség
értekek esetén dramerdséget stb. szeretnénk becsiilni. A masik fontos alkalmazasi teriilet a
differencidlegyenletek numerikus megoldasa, ezt a késébbi fejezetben targyaljuk.

Amint azt a kovetkezékben megmutatjuk, numerikus derivalds esetén pontatlan adatokbol elég
veszélyes dolog numerikus derivaltakat szamolni, ugyanis az adatok kis hibaja is nagy eltérést
okozhat a derivéaltban. A numerikus derivalas un. instabil numerikus modszer. Ezért
alkalmazasakor nem kertilheto el a hibabecslés, illetve mérési adatok esetén célszerti inkabb
lesimitani az adatokat- azaz példaul a legkisebb négyzetek modszere segitségével meghatarozni a
kozelito fiiggvényt és azt derivalni.

V9. 1. 1. Kozelités differencia hanyadossal

Hasznalt Maple parancs: fdiff

Egy fiiggvény adott pontbeli differencialhanyadosa alatt a differenciahanyadosok adott pontbeli
hatarértékét értjiikk. Ebbol adodik, hogy a numerikus derivaltat elsd 1épésben az

(xo —h,f (xo - h) ) illetve az (%t h, f (%t h) ) pontokhoz tartoz6 differenciahanyadossal
kozelitjiik.

Ha ismerjiik az

Xy —h <x, <x,+h helyeken az f(x0 —h ) f(xo) , f(xo + h) fiiggvényértekeket,

£x) (f(xg+h)-f(xg-h))2h

Xo-h ] h Xo-h



a differencialhanyados kozelitése

Vegyiik észre, hogy ez nem mads, mint az ( (xo—h),f(xo - h) ), (
(xo +h ) f (xo + h) ) pontokon atmend egyenes meredeksége, vagyis az elséfoka y=ax+b
Lagrange polinomban az a értéke.

Ez adja az 6tletet, hogy vegyiik hozza a fenti két ponthoz az (x,, / (xo) )pontot ¢és irjuk fel a 3
ponton atmend Lagrange polinomot., majd ennek x, helyen vett derivaltjaval kozelitsiik az
ismeretlen fliiggvény derivaltjat.

> restart; with( CurveFitting) :

> X=[x0—h,x0,x0+h]:Y=[f(x0—h),f(x0),f(x0+h)]:
> masodfoku_polinom := Polynomiallnterpolation(X, Y, x)

1 (f(x0+h) —2F(x0) +f(x0—h)) x*

masodfoku_polinom =

2 X
+i (=2f(x0+h)x0+f(x0+h)h—=2f(x0—h)x0+4f(x0)x0—hf(x0—h))x
2 X
+% #(thf(xm 4L (X0 + ) xOP — £(x0 + ) X0 h — 2 £(x0) x0* + £ (x0

—h) x0h +£(x0 — h) x0°)

Ennek derivalasaval kapjuk a derivalt kdzelitését.

> derivalt_ masodfoku = a masodfoku_polinom
(f(x0+h) =2f(x0) +f(x0—h)) x
hZ
1 2f(x0+h)x0+f(x0+h) h—=2f(x0—h) x0+4f(x0) x0—hf(x0—h)
2 R

derivalt_masodfoku =

+

Képezziik a derivalt értékét az x=x0 helyen.

> kozelito_derivalt_ertek := expand(subs(x =x0, derivalt masodfoku) )

1 f(x0+h) 1 f(x0—h)
2 h 2 h

kozelito_derivalt ertek =

Vegyiik észre, hogy ez megegyezik a két szomszédos pont segitségével kiszamitott kozelitd
derivalt értékével.

Szamitsuk ki a masodfoku_polinom segitségével a masodik derivalt kozelitd értékét is. (Ez a
teljes értelmezési tartomanyra alllando, hiszen a polinom masodfok.)

> kozelito_masodik_derivalt ertek == iz masodfoku_polinom
ax

kozelito_masodik_derivalt _ertek := I

x0+h) =2 f(x0) +f(x0—h)
hZ

Az elso és a masodik derivalt kozelitd értékeinek kiszamitasara vonatkozo fenti képletetek
neve: centralis differencia formulak



Tovabbi pontok hozzéavételével bonyolultabb formulakat is levezethetiink. Ha 5 egymast kdvetd
pontot tekintiink, negyedfokt polinomhoz jutunk.

> X=[x0—2h,x0—h,x0,x0+h,x0+2h]:
Y=[f(x0—=2h),f(x0—"h),f(x0),f(x0+h),f(x0+2h)]:
>

negyedfoku = Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form =power) :

derivalt negyedfoku = a negyedfoku

> kozelito_derivalt negyedfoku := expand(subs(x =x0, derivalt _negyedfoku) )
> masodik_der negyedfoku := % negyedfoku, x :

> kozelito_masodik_derivalt negyedfoku = subs(x =x0, collect(masodik der negyedfoku,

x))
kozelito derivalt negyedfoku = - % (x0 Z 2h) + 1—12 w + % f(xOh—-I-h)

2 f(x0—h)
3 h

kozelito_masodik derivalt negyedfoku = xO(

1 f(x0—=2h) —f(x0+2h) +4f(x0+h) +4f(x0—h) —6f(x0) )sz-I—xO(
2 n

#(24f(x0) X0—=2f(x0+2h) h+4f(x0+2h) x0—16 £(x0 + h) x0

—16f(x0—h)x0+4f(x0—=2h)x0+2f(x0—=2h)h—4hf(x0—h)+4f(x0

+h)h))x0+x0(—1—12 #(—16f(x0+h)h2+6f(x0+2h)hx0+24f(x0

NI

+ 1) x0° + 30 K2 £(x0) 424 £(x0 — h) x0° — 16 £(x0 — h) B> — 6 f(x0 + 2 h) x0°
—12F(x04+h) x0h —6 f(x0 =2 h) x0° + 12 £ (x0 — h) xOh + f(x0 +2 h) h*
— 36 £(x0) x0° — 6 f(x0 —2h) hx0+h*f(x0—2h)))

A masodik derivalt mar igen bonyolult. Vizsgaljuk meg egy konkrét példan keresztiil, az
elkovetett hiba hogyan fiigg & értékétol.

1. Példa Vizsgaljuk meg, hogyan fligg / értékétdl a kozelitd derivalassal elkdvetett hiba egy
negyedfoku polinom esetén, ha a derivaltakat a centralis differencia formuldk segitségével
szamitjuk ki?

Megoldas

> f:=x—>ax4+bx2+cx+d;
> X=[x0—h,x0,x0+h]:Y:=[f(x0—nh),f(x0),f(x0+h)]:

> masodfoku == Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form =power) :
0
derivalt masodfoku = expand ( . masodfokuj :
X

> kozelito_derivalt_ertek := simpllfy(% (xOh—l- b _ % (xOh— h) )

f:=x—>ax4+bx2+cx+d
kozelito derivalt ertek =4 a X0 +4ax0h* +2bx0+c



> pontos_elso_derivalt :=D( f) (x0)
pontos_elso_derivalt =4 a X0 +2bx0+c

> elteres := |simplify(kozelito_derivalt ertek — pontos _elso_derivalt)|
elteres =4 |a x0 h2|
f(x0+h) =2f(x0) +f(x0—h)
8 j
masodik_der masodfoku:=12 a X0 +2ah*+2b

>

> masodik_der masodfoku = simpliﬁ/(

> pontos_masodik_der := p*? (f) (x0)
pontos_masodik der:=12 a x0* +2b

> masodik_der elteres := |pontos_masodik der — masodik der masodfoku|
masodik_der_elteres =2 |a h2|

Tehét az elsé és a masodik derivaltnal elkdvetett hiba A% -t61 figg. Igy azt gondolhatjuk, hogy
ha a pontokat egyre kozelitjiilk egymashoz, az elkovetett hiba csokken.

2. Példa Legyen f(x) =¢", x0=1.
Szamitsuk ki a kozelito derivaltakat masodfoku €és negyedfokt polinommal val6 kozelitéssel.
Mekkora hibat kovetiink el, haz=0.1, £#=0.01?

Megoldas
a;
Maisodfoku polinommal szamolva:
> restart, with(CurveFitting) : with(plots) : fi=x—¢ :x0:=1:h:=10.1:
> X:=[x0—h,x0,x0+h]:Y:=[f(x0—nh),f(x0),f(x0+h)]:
> masodfokul := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form =power) :
> abral :=plot( f(x),x=0..2, color =red, thickness=2) :
abra?2 = plot(masodfokul, x =0 ..2, color = blue, thickness =2) : display([abral, abra2])



A masodik derivalt kozelitése 5 illetve 7 értékes jegyre:

> kozelito_masodik _der masodfoku = evalf( L0+ h) =2/ (x0) +/(x0 =h) , 5);

hz
pontos = p? (f) (1); hiba == evalf (|kozelito_masodik der masodfoku — pontos|,
5)
kozelito_masodik _der masodfoku :=2.72
pontos :=¢
hiba == 0.0017

> kozelito_masodik_der masodfoku := evalf ( SxO+h) =2f(x0) +/(x0 = h) , 7 ];

2
pontos = p*? (f) (1); hiba := evalf (|kozelito_masodik _der masodfoku — pontos|, 7)
kozelito_masodik _der masodfoku :=2.7205

pontos :=¢
hiba = 0.002218

Figyeljiik meg, hidba akartuk 5 illetve 7 jegyre kiiratni a kozelit6 értékeket, rdadasul a nagyobb
pontossagu kiiratdsnal a hiba novekedett.
Szamoljuk ki az eltérést kisebb £ értékkel is.

> h = 0.01; kozelito_masodik_der masodfoku?2
— evalf(f(x0+h) —2f];c0) +/f(x0 —h) ’5);




> pontos = pt? (f) (1) : hiba = evalf (|kozelito_masodik _der masodfoku2 — pontos|, 5);

h:=0.01
kozelito_masodik _der masodfoku2 :=?2.
hiba :=0.7183

A jegyvesztés még nagyobb, a kozelitd értéknek nincsenek tizedes jegyei, és az elkovetett hiba
latvanyosan megnott!

b;
Nézziik meg negyedfokll polinommal is.

> h=01X=[x0—2h,x0—h,x0,x0+h,x0+2h]:
Y=[f(x0—=2h),f(x0—"h),f(x0),f(x0+h),f(x0+2h)]:negyedfokul =
Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form =power) :

> kozelito_masodik_derivalt negyedfokul := evalf [Subs (x =x0, % negyedfokul ) , 7)
> pontos = D(z)(f) (1)

> hiba = evalf (|kozelito_masodik_derivalt negyedfokul — pontos|, 7)
h:=0.1

kozelito_masodik_derivalt negyedfokul :=2.7295
pontos :=¢

hiba :=0.011218

> h=001;X=[x0—2h,x0—h,x0,x0+h,x0+2h]:
Y=[f(x0—=2h),f(x0—"h),f(x0),f(x0+h),f(x0+2h)]:negyedfoku? =
Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form =power) :

> kozelito_masodik_derivalt negyedfoku? := abs(evalf (subs (x =x0, % negyedfokqu ,

')

> pontos = D(z)(f) (1)
> hiba = evalf (|kozelito_masodik_derivalt negyedfoku? — pontos|, 7)
h=0.01

kozelito_masodik _derivalt negyedfoku2 :=157.05
pontos :=¢

hiba == 154.3317

> abra3 = plot(negyedfoku2, x=0..2, color = green, thickness=2) :
display([abral, abra3])
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Erre az eredményre nem szamitottunk. A hiba durvan nagy lett! Pedig az abrardl az latszik,
hogy a fliggvény és a negyedfokl polinom majdnem egybeesik.

Altalaban azt lehet mondani, akkor lesz kicsi a hiba, ha / se nem til nagy, se nem tal kicsi. Ezt
a megfigyelést 1épéstavolsag dilemmanak nevezik. (Gondoljunk bele, a kozelitd képlet

-~ 4 . ) - . : ,
nevezdjében /" szerepel, ezért nem csoda, ha # csokkentésével a hiba nem biztos, hogy csokken.

) Raadasul a derivalas instabil miivelet, abban az értelemben is, hogy az f{x) kis
megvaltoztatasa (a mért értékekben valo kis eltérés) a derivalt nagy valtozasat okozhatja.

2
€

Mutassuk meg, hogy a két fliggvény kozel azonos, derivaljaik viszont lényegesen kiillonboznek.

3. Példa Legyen f(x) =a xz, g(x)=a ¥ +¢e-sin [ X ), ahol ¢ tetszdleges kicsi pozitiv szam.

Megoldas
A fiiggvények kiilonbsége g(x) — f(x) =€ sin ( % ] <e
€
X
q ; cos 82
Perivalailc kilonbsge viszont dx g(x) — Ef (x) = ——— barmekkora lehet, s6t, ha
€

€ csokken, a hiba novekszik.
Megjegyzés

A fenti példakbol is latszik, hogy kiilondsen kis pontossagu kisérleti adatokbol, a centralis



differencia formulakkal numerikus derivaltat szamitani veszélyes muvelet. Kiilonb6zo
becsléseket lehet adni az optimalis 1€péskoz megallapitasara, de ezekben is a magasabbrendii
derivaltak fels6 becslése szerepel.

V9. 1. 2. Kozelités Taylor polinommal

A 6. fejezetben megismerkedtiink az x, koriili Taylor polinommal. A Taylor sort az n-edik
Taylor polinom, és a Lagrange-féle maradéktaggal felirva

o X0 n T (%o J" (%o 2
f(x)ZnZl#(x—xo) Zf(xo)-l— (1! ) (x—x) + g! ) (x —xp)+...F

n!

f(’l) XO i (n) .
F ) ey 4 L2 g g ) ()

frjuk fel a Taylor polinomot a masodfoku tagig x =X, — h, illetve x = x,+h helyen. (A
derivaltakat most D" (f) (%) -szel jeloljiik.)

> restart,
DA (1) (x) B DY (f) (&) K
el = f(xg—=h)=f(x) =D(f) (%) h + 2( 0) + 3< 1) :
D (/) (x0) ¥ DV (&) I
e2 = f(xy+h) =1 (x,) +D(f) (%) h + 2( o) b 6< ) :

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol, rendezziik a D( ) (x) derivaltra és csoportositjuk /
hatvéanyai szerint

> D(f) (XO) =collect(solve(62 —el,D(f) (XO) ), h)

1 1
—*f(xo—h)+*f(xo+h)
1 D(3)(f) (&’2) +éD(3)(f) (él))hZ_i_ 2 p 2

DU (%) = (75

az el6z0 részben megismert centralis differenciaformulat kapjuk, a Lagrange-féle maradéktagok
kiilonbségével kiegésziilve. Tehat, ha a maradéktagokra megfeleld becslést adunk, ezzel tudjuk
becsiilni a numerikus derivalasnal elkdvetett hibat.

4. Példa Hatarozzuk megaz In x fliggvény derivaltjataz x,= 1.8 helyen, adjunk becslést az
elkovetett hibara. Legyen 4=0.1.

Megoldas
> f=x—In(x):x0:=1.8:h:=0.1:
> kozelito_derivalt = L0+ H) 2_hf X0 =h) _ 5561281755 -
> pontos :=D(f) (x0) =0.5555555556:
> hiba := |kozelito_derivalt — pontos| =0.0005726199 :
(3) _ 2
> hiba_becsles = 22— (g() )1 _ 6 0006784720810

Megjegyzés



A Maple beépitett fdiff parancsa is elvégzi a numerikus derivalast.
> Fdiff (f(x), x=1.8) =0.5555555556

Az eredmény 9 jegyre megegyezik a pontos értékkel.

V 9. 2. Numerikus integralas

Hasznalt Maple parancsok: Student[Calculus1] csomag, Approximatelnt, Student
[MultivariateCalculus] csomag, Student[MultivariateCalculus] Approximatelnt

A hatarozott integral kiszamitasara a Newton-Leibniz formulat akkor hasznalhatjuk, ha az f
fiiggvénynek az [a,b] intervallumon ismert a primitiv fliggvénye. Sokszor azonban nehéz eldallitani
a primitiv fliggvényt, az is slriin eléfordul, hogy bar az f fliggvény folytonos, hatarozott integralja
tehat 1étezik, hatdrozatlan integralja elemi fiiggvény alakjdban nem allithat6 eld. Bizonyithato
példaul, hogy az

e sin(x) cos(x)
— dx; X3
X X X

integralok nem elemi fliggvények.
Az is elképzelhetd, hogy az f fliggvényt csak diszkrét pontokban ismerjiik. Ilyen esetekben
numerikus integralassal probalkozunk.

Kézenfekvd megoldas lenne, ha f{x)-et egy interpolacios polinommal kozelitenénk, s ezt a
polinomot integralndnk. Ez azonban tobbnyire elég nehézkes. A nagyobb szamu pont, hosszabb
intervallum esetén ad6do6 polinom altaldban nem is ad elég jo kozelitést. A hatarozott integral
kozelitésére mas, stabil numerikus modszerek allnak rendelkezésre.

Hasznaljuk fel a hatarozott integral additiv tulajdonsagat, miszerint, ha a =x;<x,<x,<...<x,=b, akkor

X X X X

b f(x)dx+J f(x)dx+J f(x)dx+...+Jn £(x) d

[1inece],

a X
0 1 2 n—1

Ezért felosztjuk az [a,b] intervallumot, és szakaszonként interpolalunk. Linearis interpolacio esetén
a trapéz-médszerhez, masodfoku kozelités esetén a Simpson-médszerhez jutunk.

V9. 2. 1. Integralas trapéz médszerrel

Tegyiik fel, hogy ismerjik az f fiiggvény ért€két az egymastol kiilonbozd (a =) xy, x;, Xy, ...r X,
(=b) helyeken f(xy) =yp, f(%1) =y1> [(%2) =Yoo (%) =V

X
n

Meg szeretnénk hatdrozni J f(x) dx értékét. Azf (x) fliggvény kozelitésére alkalmazzunk
‘0

szakaszonként linedris kozelitést. Tekintsiik példaul az [x,, x,] intervallumot! Szakaszonként

irjuk fel a linedris interpolacios polinomot, valamint hasznaljuk fel, hogy a trapéz tertilete

Y ty) (%, —x
(a—i—z—c)m , igy a trapéz teriilete ( 2 1) 2( 2 1)
. P r 1w Xn — X0 b—a . ..., ;
Ha a felosztés egyenletes 1épéskdzi, akkor 4 = = jeldléssel (4 most a trapéz
n n

magassagat jelenti, az alapjai y megfeleld értékei)
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vagy masképp irva létrejon az ugynevezett trapéz formula

X
n

[ £ @~

X
0

Felmeriil természetesen a kérdés, hogy mekkora az igy szamitott kdzelités hibaja. A kérdésre
altalaban nem tudunk valaszolni, hiszen ha diszkrét pontok adottak csupan, akkor azokra
sokféle fiiggvény illeszthetd. Ha azonban a fiiggvény az adott [a,b] intervallumon folytonos és
az intervallum belsejében legaldbb kétszer folytonosan differencialhato, akkor adhatunk
becslést az elkovetett hibara.

Yo TV,
5 +y1+y2+,_,+yn_1),

A Maple Student csomagjaban van beépitett eljardsa a trapéz-formuldra: Approximatelnt
(fiiggvény, x=x0..xv, method = trapezoid);, output=plot, illetve output=animation opciok
mellett az eredmény grafikusan jelenik meg.

5. Példa. Hatarozzuk azf(x) = (x —2 )3 —2x +4 + 2.5 integral értékét a trapéz szabaly
alkalmazaséaval a [0, 3.6] zart intervallumon. A részintervallumok szdma legyen el0szor n =6!

Megoldas

> f=x—(x—2)> =2 (x—2)+25:

a=0:b=36:n:=6:h:= b—a :
n

A trapézformula kiszamitasara irhatunk rovid ciklust is, ahol az elsé és az utolso tagot kiilon ki
kell szamolni.

h(f(a) +f(b)) .
> :
for i to n — 1 do integral .= integral + hf(a + hi) end do:
> kozelito_integral trapéz modszerrel .= integral

> integral .=

kozelito integral trapéz modszerrel .= 7.948800000

Ugyanez a szamolas elvégezhetd a Maple ApproximateInt beépitett parancsaval, ahol a method=
trapezoid jelenti a trapézmodszert, a partition=¢érték a részintervallumok szamat adja.
Alapesetben ez 11.

> with(Student[ Calculus1]) : kozelito .= Approximatelnt(f (x), x =0..3.6, method
= trapezoid, partition =6)
kozelito :=7.948800000

A pontos integral értéke:
3.6 3.6

> pontos == | f(x) x=J f(x) dx; elteres := |kozelito — rhs(pontos) |
0 0
3.6
pontos = | ((x—2)>—2x+6.5) dx=8.078400000
0

elteres == 0.129600000

Természetesen ha az osztopontok szamat noveljiik, a kozelitod érték egyre jobban megkozeliti a
pontos értéket. Ezt a beépitett animacioval jol lehet szemléltetni.



> Approximatelnt( f(x), x=0..3.6, method = trapezoid, output = plot, partition = 6)

N

3.6
f(x) dxusing trapezoid rule, where

An approximation of
0

f(x) = (x—2)> —2x+ 6.5 and the partition is uniform. The
approximate value of the integral is 7.948800000. Number of

subintervals used: 6.

> abra == Matrix(2, 2, [seq(Approximatelnt(f (x), x =0..3.6, method = trapezoid, output
=plot, partition =2-i),i=2..5)]) : plots|display](abra)

3.6

An approximation of | f(x) dx using
0

trapezoid rule, where
f(x) = (x—2)> —2x+6.5 and the
partition is uniform. The approximate
value of the integral is 7.786800000.
Number of subintervals used: 4.

3.6

An approximation of | f(x) dx using
0

trapezoid rule, where
f(x) =(x—2)3 —2x+6.5 and the
partition is uniform. The approximate
value of the integral is 7.948800000.
Number of subintervals used: 6.




3.6

An approximation of | f(x) dxusing
0

trapezoid rule, where
f(x) =(x—2)> —2x+6.5 and the
partition is uniform. The approximate
value of the integral is 8.005500000.
Number of subintervals used: 8.

3.6

An approximation of | f(x) dxusing
0

trapezoid rule, where
f(x) =(x—2)3 —2x+6.5 and the
partition is uniform. The approximate
value of the integral is 8.031744000.
Number of subintervals used: 10.

6. Példa Osszegzés diszkrét pontokra. Legyenek adottak a kovetkezd mérési adatok
X=11,2,3,5],Y=[3,1,5,2]

a; Abrazoljuk a gérbepontokat, majd trapézmoddszerrel adjuk meg az integral értékét.

b; Illessziink harmadfokd polinomot a pontokra, és adjuk meg a polinom integraljat az [1, 5]
intervallumon. Vizsgaljuk a két integral eltérését.

c; A legkisebb négyzetek modszerével illesssziink egyenest a pontokra, és képezziik ennek az
integraljat az adott intervallumon.

Megoldas
a;
Xn _Xl
> restart; X == [1,2,3,5]:Y:=[3,1,5,2]:n:=nops(X) :h:=——
n
h (,+71)
> integral == — 5 for i from 2 to n — 1 do integral .= integral + h Y; end do :

> kozelito_integral trapéz _modszerrel := evalf (integral)
kozelito_integral trapéz modszerrel .= 8.500000000
> with(plottools) : with( plots) :
pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 ..n) ], style = point, symbol = diamond, color = black) :

linel = display(line( [Xl, Y, ], [XQ, Yz], color = green, linestyle = dash) ) cline2 =
display( Iine( [Xz, Yz], [X3, Y3], color = green, linestyle = dash) ) :line3 =
display( line( [X3, Y3], [X4, Y4], color = green, linestyle = dash) ) :

> plots[display]( [ pontok, linel, line2, line3], view=1[0..6,0..8])



b;
> with(CurveFitting) : harmadfoku polinom := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form
=power)
29 3 4l 5 583 T3
harmadfoku_polinom : o + 5~ 4 x+ 4
X X
n n
> [ harmadfoku_polinom dx = evalf J harmadfoku_polinom dx
R Y
5
29 5 41 o 583 T3
l ( o + 4 x o x+ 4 )dx 16.66666667

1
Majdnem kétszeresét kaptuk a trapézmodszer eredményének! Nézziik meg grafikusan az eltérés
okat.
> graf:Zplot( Polynomiallnterpolation(X, Y, x), x =X, ..X , color = red) :

plots[display]( [ pontok, graf, linel, line2, line3], view=1[0..6,0..8])



A polinom nagyon kileng, ez okozza a nagy eltérést.

C,
Illessziink a legkisebb négyzetek mddszerével egyenest!
> egyenes = LeastSquares(X, Y, x, curve=a x + b); Int(egyenes,x =1..5)
= evalf (int(egyenes,x=1..5));
1

eenes‘zﬂ——x
EYENes =35 7 35

5

9 1 B
J1 ( s x) dx = 10.97142857

Ez az érték mar kozelebb van a trapézmodszerrel kapott értékhez.

> egyenesabra = plot(egyenes, x =1 ..5, color =blue) : plots|display]( [ pontok, graf,
linel, line2, line3, egyenesabra], view=1[0..6,0..81])



O T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6
X
Az eltérések négyzetdsszege
4 4
> y = egyenes: (subs(x— 'X‘k,y) —evalf[z subs x= Xk,y) Y)2
k=1 k=
S99 1 ?
— ——- X —Y | =8.742857143
( 35 35 7k k)

Tanulsag: diszkrét pontok esetén az integralt ne a polinom integralasaval hatarozzuk meg!

V 9. 2. 2. Integralas Simpson modszerrel

Az eljaras 1ényege, hogy egymads utani 3-3 mérési pontra masodfoku gorbéket illeszt, és ezeket
integralja. Paratlan szdmu pont (paros szamu intervallum) esetén alkalmazhat6. Legyen adott az
[ffiiggvény az [a, b] intervallumban. El6szor osszuk fel az intervallumot két egyenld részre, és
az igy kapott 3 pontra illessziink masodfoku polinomot, majd ezt a polinomot integraljuk,

a+b i
> ,b|:

> restart; with( CurveFitting) : with(Student[ Calculusl]) : X .= [a,

v=[ st (5 ) |

> polinom = Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Lagrange)



polinomzzf(a) (x—%a—%b) (x—8) +f(%a+—b) (x —a) (x—=>b)
(za-70) @0 (5a+sb)(5a-5b)
f(b) (x—a) (x—%a—%b)
+ — T
(b a)( 2a+2b)

b
> [f(x) dx Zfactor(simpliﬁ/

b
J polinom de ]

a

l‘bf(x) dx=—% (a—b) (4f(% a-l—%b) +1(b) -l-f(a))

“a

Ezt az eljarast lehet minden [x X intervallumra megismételni. Az intervalumot n=2m

i—

b—a

egyenld részre osztjuk, ahol az egyes részintervallumok hossza A = ¢s a a pontok szdma
2n+1 (n+1 alappont és az n darab részintervallum belsé pontjai). igy adodik a
<x”l
Simpson forrnula:J f(x) dx=
"0
n—1

;)f(xﬁ%n +f(xn)]

n—1

h (f(xo) +2 (i:zlf(xl.)

+4

6

7. Példa Szamitsuk az f (x) = e_x2 fiiggvény [0,2] intervallumon vett integraljat a Simpson
formula segitségével, az intervallum 4 részre osztdsa esetén.

Megoldas
> f:=x—>e_A2
> n=4:a:=0:b:=2:h:=(b-a)ln:

A Simpson formula kiszdmitasara irhatunk rovid ciklust is, ahol az els6 és az utolso tagot,

valamint a 4 f(a n g ) értéket kiilon ki kell szamolni,

1h (f(a)+f(b)+4f(a+12—h)) |

> integral ==

6
for i ton—1 do
1h (2f(a+hi) +4f(a+h (ﬁ%)))
integral = integral + 6
end do:
> kozelito_integral simpson_modszerrel := integral
L 1 _2
kozelito integral simpson modszerrel .= % + % e+ % e '+ 1 e * + 1 e '°
25 9 49

1 1,1 161 "4 1 "6
+6e+3e —|—6e +3e



> integral ertek := evalf (integral, 10)
integral_ertek :=0.8820655104

A Student| Calculus1] csomag Approximatelnt method=simpson opcidjaval is kiszamithatjuk a
fenti integralt

> Approximatelnt( f(x), x=0..2, method = simpson, partition =4)
b 1 9 _2 _9 _»
—+Le_4+%e o +%e ! +%e 1o -l—%e_l-l-%e o +%e ! +%e 1o

Természetesen az output=plot, illetve az output=animation opcio itt is mikodik.

> Matrix(2, 2, [seq( Approximatelnt(f (x), x =0..2, method = simpson, output = plot,
partition=2-1),i=1.4)]) : plots[display]( %)

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.21 0.2
0 - 0 ' ‘
021 0.5 )lc 1.5 2 021 0.5 )16 1.5 2
-0.4 -0.4
2 2
An approximation of | f(x) dxusing An approximation of | f(x) dxusing
0 0
Simpson's rule, where f(x) = e and Simpson's rule, where f(x) = e and
the partition is uniform. The the partition is uniform. The
approximate value of the integral is approximate value of the integral is
0.8818124253. Number of 0.8820655104. Number of
subintervals used: 2. subintervals used: 4.




03] \

0.6
0.41

0.2

-0.2 x

0.4

2

An approximation of | f(x) dxusing
0
Simpson's rule, where f(x) = e and
the partition is uniform. The
approximate value of the integral is

0.8820782485. Number of
subintervals used: 6.

05 1 15 2

0.8 \

0.6
0.41

0.2

0.5 1 15 2
02 x

-0.41

2
An approximation of | f(x) dxusing
0
Simpson's rule, where f(x) = e and
the partition is uniform. The
approximate value of the integral is
0.8820803966. Number of
subintervals used: 8.

A Simpson modszeres kozelités hasonlit a masodfoku spline kozelitéshez, csak ott kicsit mas
feltételeket fogalmaztunk meg. Nézziik meg, mi torténik ha a fiiggvényt a négy osztopont
ismeretében a masodfoku spline-nal kozelitjiik és azt integraljuk.

> f:=x—>e_x2:a =0:b:=4:
] B (b—a)i ._ _
>n=4:X=|seq| ——,i=0.n||; Y=map(f, X)
n
> spline2 .= CurveFitting] Spline|(X, Y, x, degree =2, endpoints = 'natural') :

b

b
integral spline == | f(x) dx= evalf[factor[simpliﬁ{J spline2 de ) ]

a a
X=10,1,2,3,4]
Y=[1e" e e e ]
P2
integral _spline .= | e = dx=0.8863185462
0
Az eltérés:
> elteres ;= |rhs(integral spline) — integral ertek]
elteres .= 0.0042530358

Ez csak a negyedik jegyben okoz eltérést, pedig az intervallumot csak 4 részre osztottuk!

V9. 2. 3. Integralas sorfejtéssel

Ha nem ismert a fiiggvény primitiv fliggvénye, de hatvanysorba fejthetd és a sor tagonként
integralhatd, akkor a fliggvény hatarozott integraljat kozelithetjiik a hatvanysor
részletosszegeinek tagonkénti integralasaval.



1

8. Példa: Hatarozzuk meg hatvanysor felhaszndlasaval az sin(x?) dx integral értékét 0.00001
0
pontossaggal! Mennyi tagot kell szdmolni a sorfejtésben?

Megoldas

Nézziik meg, milyen valaszt kapunk, ha a fliggvény primitiv fliggvényét kérdezziik:
> restart; f = x—>sin(x2) ca=0:b:=1:|f(x) x=Jf(x) dx

(2 _ 1 J2 x
s1n(x) x—zﬁﬁFresneIS[\/_J

T

Tehat a fliggvénynek nem létezik primitiv fliggvénye zart alakban. Képezziik a fliggvény 0
koriili 20. Taylor polinomjat, majd szamitsuk ennek a [0, 1] intervallumon vett integraljat.
Hasonlitsuk ezt 6ssze a Maple beépitett numerikus szamitdsaval kapott értékkel.

> poli := convert(series( f(x),x=0,20), polynom); kozelites_polinommal = Int(f (x), x
=0..1) =evalf (int(poli,x=0..1), 10); kozelites Fresnel fuggvennyel := Int(f(x),
x=0..1)=evalf (int(f(x),x=0..1), 10);

2 1 6, 1 10 1 14 1 18
POl =X = e o Y T S0a0 ¢ T 362880

1

kozelites polinommal := sin(xz) x=0.3102683028
0

1

kozelites Fresnel fuggvennyel := sin(xz) x=0.3102683013
0

Az eltérés 1.5 107 , ez gyakorlatilag elhanyagolhato. Erdekesebb kérdés, hogy a numerikus
szamitas soran mennyi tagot kell figyelembe venni, hogy az elkdvetett hiba egy eldre megadott
e-nal kisebb legyen?

Az alternal6 sorokra ismert, hogy ha a Z (-1)" Ty , sorban minden n-re igaz, hogy 0 <a,;
n=1

la, 1 < |an| ¢s nll_rpx a,=0, akkoraz S, =a; —a,+...+ (-1 )" +1 a, részletosszeg az
a, ,  abszolut ért€kénél kisebb hibaval kozeliti meg a sor Osszegét. Azaz az elkovetett hiba
kisebb az els6 elhagyott tag abszolut értékénél, vagyis |S - Sn|<8.

A becsléshez fel kell irni a hatvanysor primitiv fliggvényét zart alakban.

> Jpolidx;
i 3_ L 7 1 I 1 15 ; 19
3 T2 Y T 320 T 75600 ¢ T 6894720 ¥
n 4n+3
> altalanos_tag == n— (1) x

Qn+1)(4n+3)
(-1"

=0 2n+1)!(4n+3)

frjunk ciklust, ami adott hibaig kiszamolja a szamsor tagjait, a sor részletosszegének a

sordsszegtdl valo eltérését.

A hatérozott integral az ebbdl x=1 helyen képzett szamsor Osszege.

(-1)"
2n+1)!(4n+3)

> restart;a :=n— :€:=0.00001 : tag := 100 :



> for k to 100 while evalf (¢) < tag do
tag =evalf (la(k+1)|);

osszeg = evalf [

k
reszletosszeg := evalf [ z a(n) };
n=0
kulonbseg := |reszletosszeg — osszeg|

enddo:
> print(‘a Lk, . tag =, tag)
> print(k —1,. részletosszeg =, reszletosszeg)
> print(valodi osszegtol valo eltérése = , kulonbseg)

€ :=0.00001

a,4,. tag =, 1450385222 107
3, . részletosszeg =, 0.3102681578

valodi sszegtol valo eltérése =, 1.436 107
V 9. 2. 4. Tobbvaltozés fiiggvény integralasa

Tobbvaltozo integralok numerikus szamitdsdhoz hasonlé modszerekkel juthatunk, mint amiket
az egyvaltozos fliggvények esetén megismertiink. Itt most csak a

Student| MultivariateCalculus ] csomag Approximatelnt parancsanak kétvaltozos esetre valo
alkalmazasara szoritkozunk. A kozelitd integralt az also, fels6, kozépso kozelitd dssszegekkel,
illetve a Riemann-féle integralkozelitd 6sszegekkel lehet kiszamitani. Az output=plot, illetve
output=animation opciok jol hasznalhatok a kettds integral fogalmanak megértéséhez is.

9. Példa Hatarozzuk meg az f(x, y)=e_x2 -7 kétvaltozos fiiggvény x€[0,1], y<[0,1]
tartomanyban vett kettdsintegraljat kdzelitd modszerrel.

Megoldas

> with(Student| MultivariateCalculus]) :
Im‘(]nt(e_)‘2 - ,x=0.1 ) ,y=0.1 ) =Approximatelnt(e_)‘2 _yz, x=0.1,y=0.1 )
1.1
e_)62 -7 x dy=10.5595836687
0°0

.
41, axes = box, orientation = [ -45, 75, 0], prismoptions = | color = green ], orientation

~[-21,76,0])

> Approximatelnt( e ,x=0..1,y=0..1, output = plot, method = upper, partition = [3,



1.1
Using an upper Riemann sum, an approximation of J J f(x,p) dydx,
0°0

where f(x, y) = e =32 Actual value: 0.55775. Approximate value:
0.69487. Grid: 3 x 4

V 9. 3. Beépitett Maple interaktiv lehetéségek

Egyvaltozos kozelitd integralas: Eszkozok->Oktatok(T)->Kalkulus- Egyvaltozos (c¢) - Kozelitd
integralas tobbféle numerikus integralast tesz lehetévé. A fliggyvényt, az intervallumot és az
osztaspontok szamat kell megadni.

> Student [ Calculus! ]ApproximatelntT utor( )



| Caleulus 1 - Appmximatel[ntagmtim‘ - v ' u

File Help

F|°t Window Enter a function, interval, and number of partitions

I
1 fx) = exp(x"2) |
a=0 b=t |
(1] e
n= EE
0s Riemann Sums
) upper () lower (7)) random
04 ) left ) midpoint () right
03 Newton-Cotes Formulae
I @ (1) Trapezoidal Rule () (2) Simpson’s Rule
! a () (3) Simpson's 3/8 Rule () (4) Bocle's Rule

{7} MNewton-Cotes Formula with order = |5 |

Partition type

@ Mormal (7 Subintervals
Area (Approximate Integral) = |, 7451194125 = =

Actual Integral = |, 7468241323

[ (e [ popirs | [cooae | [ |

Maple Command

ApprocimateInt (exp{-x~2], 0..1, 'partition' = €, 'method' = trapegcid, 'partitiontype' = normal, 'owtput' = 'plet',
| 'bowepticns' = ['filled" = ['transparency'=.511)7

Tobbvaltozos kozelitd integralas: Eszkozok->Oktatok(T)->Calkulus- Multivariable(M) - Kozelitd
integralas szintén tobbféle kétvaltozos numerikus integralast tesz lehetové. A fiiggyvényt, az
intervallumokat és mindkét intervallumra az osztaspontok szamat kell megadni.

> Student] MultivariateCalculus | ipproxim atelntTutor' )



Multivariate Calculus - Approximate Integration P — [é,l

File Help
Plot Window
) Options
f= |3+2%sin{x+y)
X = |0 | P
Y = |0 2%
Partition: [ |5 . |5 1
I Method:
@ Midpoint ) Lower
1 Upper 1 Random
Coordinate System:
@ Rectangular () Polar
Values
Approximate Value |118.44
Actual Value 118.44
I | Display |I Animate H Flot Options I [ Close ]
Maple Command
BpprowimateInt{ 3+Z+sinjaty), x = 0 .. E*Pi, y = 0 .. Z*Pi, method = midpoint, coordinates = cartesian,
partition = [5. 5], output = plot, awxes = bowed, =caling = unconstrained):

V 9. 4. Feladatok

1. Feladat Adottak a kdvetkezd fliggvényértékek:

X 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

f(x)  10.97986510.917771| 0.808034 | 0.638609 | 0.384373
2 0 8 3 5

Adjameg azf" (0.6) értékét a; 3 pontbol, b; 5 pontbol c; a legkisebb négyzetekkel gorbét illesztve
a pontokra.

2. Feladat Az el6z6 feladat értékeihez szamitsa ki az f7(0.6) értéket, negyedfoku Lagrange
polinomos illesztéssel.

3. Feladat Legyen f(x) =3-x-¢" — cosx . A kdvetkezd fiiggvényértékek ismertek:

x |1.20 1.29 1.30 1.31 1.40

f(x) | 11.5900 | 13.7817 | 14.0427 | 14.30741 | 16.86187
6 6 6




a; Szamitsa ki numerikusan az f"(0.6) értékét, hasonlitsa 0ssze a pontos értékkel.
b; Ha #=0.1, mekkora az elkovetett hiba az /”(0.6) szamitasakor?

4. Feladat A kovetkezd tablazattal adottak egy fliggvény értékei

x (1.0 (1.1 (1.2 |13 |14 |15 |16 |1.7 | 1.8

£ |1.543] 1.66| 1.81 | 1.97 | 2.15] 2.35| 2.57| 2.82 3.10
(x) 8 |1 |t |t |2 |7 |8 |7

1.8

a; Adja meg azj f(x) dx értékét trapézszaballyal 4=0.1, h=0.2 valasztasa esetén.
1.0

b; Alkalmazza a Simpson szabalyt az integral meghatarozasara.

5. Feladat Szamitsa ki hatvanysorba fejtés segitségével a kovetkez6 integralok értékeit:
1 1 1

. X
e
a;J sin x duc b;J d C;J arctan x d
0 0 0

X X X

6. Feladat Azfaz Ggynevett illékonysag idealis gazok esetén megegezik a P nyomassal, mig
P

valodi gazok esetén In *}é =J % dP, ahol C a kisérletileg meghatarozott
0

Osszenyomhat6sagi faktor.

P 1 10 [20 |40 |60 [80 [120 |160 |250 |400
(Hgmm)

C 0.994 10.93710.868(0.704] 0.451 | 0.342 | 0.425 | 0.525] 0.746| 1.098

Szamitsa ki a kiilonbo6z6 P értékekhez tartozo f értékeit.

7. Feladat Az m tomeg test Gszik a R viszkozitasu folyadékban, v sebességgel. A 7id6, R
viszkozitas és v sebesség kozotti fliggvénykapcesolat:

Tételezziik fel, hogy R(v)=-w/v. Ham=10 kg, W(0)=10 m/sec, szamitsuk ki, mennyi id6 alatt lassul
le tdmegpont 5 m/sec sebességre, ha

a; a trapéz és a Simpson szabalyt hasznaljuk #=0.25.

b; ponos értékkel szamolunk.

V 9. 5. Ellenorzo kérdések

1. Mikor hasznaljuk a numerikus derivalast?

2. Milyen kapcsolatban van az interpolaci6 és a numerikus derivalas?
3. Milyen kapcsolatban van a Taylor polinom a numerikus derivalttal?
4. A trapézmodszer hogyan kozeliti a hatarozott integralt?

5. A Simpson modszer hogyan kozeliti a hatarozott integralt?



